Probléme 323 — Scrat et le gland glissant - Corrigé
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. 3
Ce quidonne u,,; = Sun — 5~
Orv,,; =u, donc pour nz1, v, = u,_
1
_un_l.

1)Onau,,, = u, +

. 3
Soitu,,; = ZUn —

Ou encore, pour n=20, u,,, = gunﬂ - %un.
2) On appelle (Pn) la propriété au rang n : u, = 3 x ZLO(%)I‘

Initialisation :
Pour n=0, 3 x i_,()* =3x (5)° =3
Pour n=1, 3x Zi_o5)* =3x(G)° + )N =4,5.

OruO ES 3

Et en appliquant la relation : u; = ug + —2"°

=3+22=45.

Hérédite :
On suppose que (Pn) est vérifiée au rang n et n+1. Démontrons (Pn) est vérifiée au rang n+2.

3 1
Onaup,, = Uns1 — Uy poOUr n=0.

Par hypothése de récurrence, on a alors :

Unsz = 5 TRESG)E — 5 BReo D"

Donc upy, =2 X 3T — Ix3XMIG)  +3x3x ("
Unsz =2 X 3XREEKN — =X 3TN +2x 3 x )
Unsz = 5 DRI — S EREQN + 5 x Q™.

Unez = 3 TRE G+ 5 X QM

Unsz = 3TFIOR +2x

Uiz = 3TN +3 X S x QM

Unsz = 3TRG QN +3 2

(Pn) est donc vérifiée au rang n+2.

Conclusion : pour tout n20, u, = 3 x Zﬂ:o(%)n

3 1
3) Uni2 = Eun+1 - Eun-
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Soit u,,, — %unﬂ + %un =0.
Ou 2up,, — 3uy4q + 1u, =0.

On pose I'équation caractéristique : 2r> — 3r + 1 = 0.

Une solution évidente est ri= 1.
. . 1
Donc on a par produit des racines : r1x r2 = > doncry =

N R

Onadonc:u, = ocx1”+[3x(%)“.
On plus simplement u, = a + p x (%)“.

Oru0=3doncoc+[3x(%)° =a+p=3.

Etu, =4,5donca+Bx (! =a+p=45.

Par résolution du systéme, on trouve facilement : 3 =-3 et a. = 6.

Donc u, =6 -3x ()" (1)

Reprenons I'expression u,, = 3 X ZLO(%)I‘.

ZLO(%)“ est la somme d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison %

n 1_(%)n+1 n
DoncEi oG = —&—=2 (1 - Q™).
2

Donc u, = 3 X Ti_o(;)% = 6(1 — 5)*1).
Soit u, =6 — 6()"*.
—_ 1 1 n
un—6—6 XE X (E) .
u,=6 -3 X (%)n, ce qui nous raméne a I'expression (1).

4)1lim6 — 3 x )" = 6
n—»>oo
Le gland s’est stabilisé autour de 6 métres par rapport a la position initiale de Scrat.

5) On reprend la méme approche.

U=V " oy T
Onauy; =u, + % avec les mémes conditions initiales.

A ‘s P x . 1 P
De la méme maniére que précédemment, on démontre que u, = 3 x ZE:o(;)k (par récurrence
double, par exemple).

1 1
Or Spod)k = Sl o W mons
k=04p, - 1—% m-1 (m-1) x m+1
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n lyk_ _m mi+l_1
Shoo()k = ox Tt

_ m mh+1_q
DOﬂCUn— SXEXF.
) n+1_q
Or lim 3 x — x — =3x—.
n—oo m-—1 mn+1 m-—1

C’est donc bien a 3 x ﬁ meétres du point de départ de Scrat que le gland se serait stabilisé aprés
un trés grand nombre de sauts de I'écureuil.
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